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Teilchen im eindimensionalen Kasten
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Teilchen im eindimensionalen Kasten
Beispiele:

1) Wie grof} ist die Energie fiir ein Elektron in einem eindimensionalen Potentlalkasten der
Linge 1 = 107'° m (etwa Atomdurchmesser))

Wt _ R (3,14) (1-107) I°° \

E = =n
8 m /? 2m£2 2-9,1-107"kg 10 m?
= 6-10"®J-n* = 37.3eV-.n’
E_
eV
100 —
Es 3357
300 —
200 —
E2 492
166 — E E2 - Bt = bv
- Ex 373 '
o




Teilchen im eindimensionalen Kasten

2. Elektron im Zustand E; geht tiber nach E;. Wie grof} ist die Wellenldnge des abgestrahlten
Photons?

E,—-E, = hv = ;;h; (ng -n; )
=6-10"°J(4-1) = 1,8-107J = Energie des Photons
v = I ;El = 61,55-.11(?;?3 = 2,7-10s™ = Frequenz des Photons
A = -5— = ;’,;0;(1)?688—_11 = L1-10°m = We}lenléinge de Photons:

Gleiche Rechnung fiir ein Elektron im Kasten der Linge 1 cm fiihrt zu:

E,-E, ~ 10]



Tunneleffekt - Durchdringung einer
endlichen (Potential)Barriere

Energie

E=Eyn WV Wi
' —»
& a X

v, = Aexp(ia, X) + Bexp(—la, X)
v = Cexp(a, X)+ Dexp(—a X)
v = Alexp(la; X) + B exp(—iq, X)

Jz}TE aZsz(;/O—E) B _ 0

05|=

Transmissionswahrscheinlichkeit T

Al
T=—%F= Lo (I—Ejexp(—2aa)
AT VL%




Teillchen im 3D Kasten

Um die Gieichung zu 16sen, machen wir einen Separationsansatz:

V(X Y,2) = y1(x) v (y) v (2) (2.2.5)

Setzen wir dies in Gleichung (2.2.4) ein, so erhalten wir, da jeweils die GréBen, nach denen
nicht differenziert wird, konstant bleiben und vor das Differenzierungszeichen gezogen
werden:

oty (x \ 52 o*y, (z 2mE
o ()05 ()L, ey, () Ty, (), () 2 - 2B 5
X oy - 0 h
Division durch y =, (x)y, (y)w, (z) ergibt:
2 2 2
1 Dy, (zx)+ 1 9 wzgy)+ 1 0 wgz(z) _ _2an (2.2
v (x) ox v (y) Oy y;(z) oz h
Wir bringen das Glied mit der Variablen z auf die rechte Seite
2 2 ' 2
1 Ow(x), 1 Zw(y) 2mE _ 1 &w(z) 2.2.8)

vi(x) ox® w(y) oyt v,(z) 07



Teilchen im eindimensionalen Kasten

3. H-Atom im Kasten der Lénge 1 cm:

Losung der Schrodinger-Gleichung liefert das gleiche Ergebnis wie fiir Elektron nur die
Masse des Elektrons, m., wird ersetzt durch die Masse des Wasserstoffatoms, m,

Wir erhalten:
222
E = 2l = p.610¥7 % mo _ L
2m (¢ m, m, 1835

= n®3,2-107"J
Die mittiere thermische Energie eines H-Atoms (x-Richtung) bei Raumtemperatur ist:

E = —l-kT = %-1,38-10‘23JK"-300K = 2.10°%J

Welcher Quantenzahl entspricht diese thermische Energie?

E = n?.3.2-10%J —>n = Ethem _ 2-107%7]
- ’ 3,2-107] 3,2.107]

= 7,9-100 ~ 10°

d.h. die Zahl der Knoten ist etwa 10°%.

Die Abstinde der Knoten sind: 10*cm (etwa Atomdurchmesser). Dies ist zu klein

lcm
13

um beobachtet werden zu konnen, d.h. iiberall im Potentialkasten ist die Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit des H-Atoms gleich grof3.



Teilchen im 3D Kasten

Beide Seiten dieser Gleichung sind Funktionen von verschiedenen Variablen, die unabhiingig
voneinander variiert werden konnen. Fiir solche beliebige Werte der Variablen konnen die
beiden Seiten der Gleichung nur dann gleich sein, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten
sind. Wir erhalten:

2
1 5"’352) _C (2.2.9)
W3(Z) oz .
und
2 2
1 Ow(x), 1 &w(y) 2mE

e 22.10)
v (x) 8x*  wy,(y) oy h* | b

; , o 2 g
Wir schreiben C als Kombination von 3 Konstanten: C = ——};?- E, und erhalten aus Gleichung -

(2.2.9):
&y, 2 |
azgz) = -Cy,(z) = ——g—"Ezw(Z) 2.2.11)

und aus Gleichung (2.2.10):

I Zy(x) 2mB_2mB, _ 1 2w (y)

v (x) ox’ n? n’ w(y) 8y

(2.2.12)



Teilchen im 3D Kasten

Auch fiir Gleichung (2.2.12) gilt das gleiche Argument: Beide Seiten sind Funktionen von
verschiedenen Variablen. Die Gleichung kann fiir beliebige Werte dieser Variablen nur erfiillt
sein, wenn beide Seiten gleich einer (anderen) Konstante C' sind.

Wir erhalten
d*v, (v) ,
Wirnennen C' = Zh—rany

Damit ergibt sich: —

y h*
und entsprechend:
1 d
5 :lifl(ZX)+2;r;E_2r;2Ez _ o - %Ey (2.2.14)
v, (x X

Aus (2.2.14) erhalten wir:



Teilchen im 3D Kasten

1 dy, (x) 2m
= —-——{(E-E,-E 2:2:13
v dx S e
Wirnennen E~E, -E, = E, und erhalten
%y, (x 2mE
—;";—(2) = - (x) | (2.2.16)

Die Losung der Gleichung (2.2.16) ist vom eindimensionalen Potentialtopf schon bekannt
(Siehe Gleichung (2.1.22)): |

Wir erhalten also:

,2 . (nm n’ h? |
v, (x) = g—-sm( g" X], E = 8;162 (2.2.17)

X

Aus der Losung der Gleichung (2.2.13) erhalten wir entsprechend:

2 (nx n? h? |
v,(y) = /—é——— sm( g XJ, E, = 81');162 (2.2.18)
Y Yy y




Teilchen im 3D Kasten

Aus der Losung der Gleichung (2.2.11) ergibt sich:
2 . (n~x n’ h*

= |—sin| —=—Xx|, E, = 2
wiz) =7 (Ez ] T 8mé

Fiir die Energie ergibt sich:

2 (2 2 2 )
E - B +E +E = - = W Y
LA sm| 2 £/

und fiir die Wellenfunktion erhalten wir:

v, (), (Y)\Vs (z)

§ . (am ). (DA ). (0T
sin X |sin y |sin Z
L1, . Z, l,

v

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)



Teilchen im 3D Kasten

Besonders einfach ist der Spezialfall eines wiirfelformigen Kastens. In diesem Fall sind die
Abmessungen in allen Raumrichtungen gleich, d.h. £, = £, ={, = £, und man erhélt fiir d

Energie:
h2

= (n? +n+nl) (2.2.22)

Betrachten wir die Energie im Grundzustand d.h. ny = ny = n, = 1 ergibt sich

3h’

= AP | (2.2.23)
Fiir die Energie im 1. angeregten Zustand ergibt sich:
2
ng = 2 ny = 1 ny = 1 E= Gh > (2.2.24)
ny = 1 fy = 2 ny, = 1 gm/{ |
Nz 1 n, = 1 n, )

Wenn verschiedene Zustinde (beschrieben durch verschiedene Quantenzahlen) die gleiche
Energie haben, so nennt man diese Zustdnde "entartet".



Teilchen im 3D Kasten
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Abb.2.8a-c. Energieniveau-Schemata fiir (a) Elektron zwischen zwei parallelen Wanden: E = h?/(8mi*)n®.

(b) Elektron zwischen vier parallelen, quadratisch angeordneten Wénden: E = h*/(8mi*)(n? +n?).
(c) Elektron im wiirfelformigen Hohlraum: £ = 4%/ (8mi*)(n? + n?).

Es sind jeweils die zugehdrigen Quantenzahlen aufgefihrt.



Teilchen im 3D Kasten

Ny=1 ny=l Nx=1 nNy=1 nNz=1

Abb. 2.12a,b. Wolkendarstellung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte o

einiger stehender Wellen, (a) zweidimensionaler Fall, (b) dreidimensio-
naler Fall.



Wasserstoff-Atom — Normierte radiale Eigenfunktionen

R,(p)=N,-P,(p)-e*" p =r/ay; a, =Bohrscher Radius
H_J
Laguerrsches Polynom

Tab. 3.1-1. Die normierten radialen Figenfunktionen des Wasserstoffatoms.

n [
1 0 Rip= 2eF
2 0 Rog = L(z —pleP?
.
1
2 i Ry =—==p-e
2.1 \/ﬁp
2
3 0 R == —— (D7 — 18- 3p% ) 83
3,0 81\/§( 1Y P )
3 1 Roy = ——(6p — p)e "
T 8146
3 2 Ris = 4 2. e /3

2= 8130




Wasserstoff-Atom — Normierte Kugelflachenfunktionen

Tub. 3.1-2. Die normierten Kugelflichenfunktionen des Wasserstoffatoms.

[ m
1
3 .
1 —= Y= 4/—sind-e™ img
&z Ylm(‘9’¢):NYle(COS‘9)e
i 3 N J
1 0 Y = 4—0059
n ,
Assoziertes Legendre-
1 +1 ¥ = SisinS el Polynom
n
1 /15 ;
2 s 2 YQ_ZZZ gsinzg-e_z“"
15 -
2 —1 Vot e gsin&l-cosé)-e_"p
1 /5
2 0 YSZZ E(3c0329~1)
15 :
2 + 1 ¥ = 8—sin90088-e“”
i
1 /15 :
2 +2 Y;%:Z ﬂsmzs;-ezw




Normierte Eigenfunktionen des H-Atoms

Wim (p,.g, ¢) — an ) I:)nl (,0) ) e—p/n ) le (COS .9) . eim¢

Tab. 3.1-3. Die normierten Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

Elektronen- m W
symbol
1
\Vloo 0 S e_f}
VT
1 _
W00 0 4\/2—77_,(2*:0)@ o
\VJ -1 p e ?sin §-e717
21-1 8\/_
2
\V210 0 %\/%p e 2cos 9
VP +1 \1/_ p-e P2sin 9"
8
W00 0 81\/37 (27 — 18p + 2p")e
T
1 _ . o
Va1 =1 m@*ﬁ)ﬁe PR sing-e
1
Va0 0 5 (6 pIpe 2 cos §
Vs +1 81[ (6~ p)pe™Psin§ - e
1 _
|\ -2 —— plePgin? §. e
1 _
) —1 ——— p%ePsin%cosd e
32-1 817
1
| 0 —— p*e PP (3c0s’9 — 1)
320 81y/6n
1 .
‘W3 +1 —— pPe?sinYcos & - ¥
817
1 .
‘Wz +2 pPePsiny . B¢

162+/7




Reelle Eigenfunktionen des H-Atoms

Tab. 3.1-4. Reelle Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

Elektronen- n . m N R(p) Y(3,¢)
symbol ;
Is 1 0 0 : T4 1
5 ) — c
VT Kartesische
1 Koordinaten
2 2 0 0 ——  @-pet 1 \ J
YW, p) Y
1 z
2p, 2 1 0 e P? cosf€— pcosd=—
Pe wzm P a,
1 .
2p, 2 1 +1 yWr p-e P2 sin3cosp 4 psindcosg
JT
2p 2 1 +1 ! p-eP? sin9sing = =
7 427 a,
1
3s 3 0 0 Wi (27 — 18p +2p%)e 3 1
n
5
3p. 3 1 0 SI/\,:/E (6 — p)pe=r/3 cos § —
2
3p, 3 1 +1 8;/\,—6: (6 — p)pe /3 sin 9 cosp @
2 _ . ; ;
3py 3 1 +1 SIX\;E (6 — p)pe=?/? sindsing ¢ PSN Jsing
1 _Y
3d 3 2 0 .81 \/671’ ,026.5"""”f 3 {36032 3 — ][) a,
2
3d,, 3 2 +1 81/\;:'_4: ple P sin & cosd cos @
\/§ ! '
3d,, 3 2 + 1 pre 3 sing cos 9 sin ¢
i 81z
1 a N
3dea_y2 3 2 +2 WiT pre=ri3 sin®$ cos 2¢
b
1
3d,y 3 2 o 2 —  ple sin®9 sin 2¢




Energietermschema des Wasserstoff-Atoms

; Heornisierumgsenergie

3s0 3pa1 3p 3pu 3de 3d1 3do 3da Ide

250 2p1 dp 2pa

N . Z v,

Die 2 P - ~ e Py~ L BRI
Kombinatiooen aus 2 D amd 2 s,

o b maam loarun micht
e s 44 e ae = -1 Zabomeiae s,

- Huuptguintenzahl n

Nebenguaatenezhl ¢



Darstellungsweisen der Eigenfunktionen

Wioo
(1o"m) ™" -~ @ Orbital = Vaim
[
0 1T ——r
10"m
(\Vloo)2 2,01
(107°m)” @ Aufenthaltswahr-
scheinlichkeits-
|1,0- dichte =
2 P(X,y,2)
‘Wnlm‘ —
dxdydz
0 1 — 7
10"m

3 .Wolkendarstellung*
~» Dichte der Punkte
entspricht der Grol3e

X von y?




Darstellungsweisen der Eigenfunktionen

W00
(10°m)™*

(D Orbital = Vnim

a ——

107"m

, - Aufenthaltswahr-

(v200) scheinlichkeits-
(10710m) A @ dichte =
%& ‘\V ‘2 . P(Xa ya Z)
' nlm|
o dxdydz
- lﬁ;iiﬁml
y

3 .Wolkendarstellung*
~» Dichte der Punkte
entspricht der Grol3e

X von y?




Graphische Darstellung der Eigenfunktionen: Radialantell

g—l—-
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Zahl der NUiIdurchgange = n-I-1, d.h. Zunahme mit n , Abnahme mit /

R(r) # f (9, ¢) = Nulistelle =Knotenkugelflache



Graphische Darstellung der Eigenfunktionen: Winkelanteil

1
> s-Orbitale: Y, = e s-Orbital = Kugel mit Radius 4/1/47
V3

» p-Orbitale: z.B. 2p Y(9,9)= 1/41 sin 9cos ¢
T

y z z

3| f& i ‘/1 ’
4 L Knoten-

ebene




Graphische Darstellung der Eigenfunktionen: Winkelantell

Perspektivische Darstellung: s- und p-Orbitale




Graphische Darstellung der Eigenfunktionen: Winkelanteil

> d-Orbitale:




Graphische Darstellung von MZ: Radialantell
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Graphische Darstellung von MZ . Winkelanteil

3l 37 3|?
b 4T Lt
Knoten-
&5 ebene
3 Z3_ 3
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geht verloren
927 2l 97




Graphische Darstellung von der radialen Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit g

2 p2
—— =470°R°(r)
r
65t
| : b
5t " Z‘f’; ! a0
%r]_ Rz'[] 50 1 1
N )
0
T nl g T1 A1
g, 3 % ;
i~ ““‘lga
=
2 f ’2—
s
1 t%ﬂ— B, J r Raa
' s
I R j%n[]

[]11 [ N B N U{ ! ] IR S R T N B |
0 2 & 6 8 10 12 % 1 0 2 & 6 8 10 122 % B 0 2 & 6 8 1V 12 % %

1s: maximale radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei » = a,
23, 3s. maximale radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit wandert nach auf3en





