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12.1 Die Bindungslänge von  ist 91,7 pm. Die Rotationsachse liegt im Schwer-

punkt des Moleküls. In welchen Abständen zu  liegt die Rotations-

achse? 

1 19H F
19 1F und H

 

Lösung: 
 
 Rotationsachse 
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Für die Lage des Schwerpunkts gilt: 

  1 1 2 2m r = m r

r2 wird ersetzt: 

 ( )−1 1 2 1m r = m R r  

   ( )+1 1 2 2r m m = m R

  2
1

1 2

mr = R
m +m

 

   ⋅u

u u

19 m= 91
1m +19 m

,7 pm

=R r = 91,7 pm 87,1pm = 4,6 pm

 

   =  87,11pm

  − −r  2 1

r1

m2 m1 

 µ

 r1 
r2 

R 
R 

S

In unserem Modellmolekül liegen die 
beiden Massen im Abstand R auf der 
Molekülachse (praktisch punktförmig) 
 

1  

 

chwerpunkt 



 

12.2 L Die Rotationskonstante des Molekül ist B = 0,1142 cmI127 79Br -1. Die Atom-
massen sind  ( ) ( )I = =127 79

u um 126,90m und m Br 78,92m   ( ).−= ⋅ 27
um 1,66 10 kg

 Berechnen Sie die Bindungslänge von . I127 79Br
 
Lösung: 
 

 
I

=
2

B
hc 2

 

  I = = =
π π

2 2

2 2

h h
hc 2B 4 hc 2B 8 cB

 

 

 
−⋅

=
⋅ ⋅ ⋅π

34

2 8

6,6 10
8 3 10 0,1142

 Js −
−

− −

⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

2 2
2 2

1 1
kg m s s kg m 10

ms cm
 

       I =  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅-43 2 -2 -45 2   2,44 10 kg m 10 = 2,44 10 kg m⋅

 

  I = 2µR

 I
=R

µ
,    ( ) ( ) −= ⋅ = ⋅ 27

r u um i M i m , m 1,66 10 kg 

 
( ) ( )
( ) ( )

I
I

−⋅
= = ⋅ ⋅ 27m m Br 126,9 78,92µ 1

m +m Br 205,82
,66 10 kg 

  −= ⋅ 268,077 10 kg

 
−

−

⋅
=

⋅

45 2

26

2,44 10 kgmR
8,077 10 kg

 

   −= ⋅ 101,74 10 m

 

12.3  L Berechnen Sie das Trägheitsmoment und die Energie der Rotation für den 

Zustand J = 1 des −16
2O Moleküls (Bindungslänge: 120,8 pm, Masse 

). 16
uO :15,99 m

 Hinweis: üblicherweise wird bei der Behandlung von Rotationen in der Mole-
külspektroskopie der Buchstabe J für die Rotationsquantenzahl benutzt, um 
eine Verwechslung mit der Nebenquantenzahl l zu vermeiden. Mathematisch 
sind die Behandlung der Molekülrotation und der Kreisbewegung des Elekt-
rons um den Atomkern analog, d.h. man erhält denselben Ausdruck für die 
Energieeigenwert, nur dass bei der Molekülrotation l durch J ersetzt wird. 
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Lösung: 

( ) = um O 16 m  

⋅⋅
= = =

+ +
u u1 2

u
1 2 u u

16 m 16 mm mµ 8
m m 16 m 16 m

m

12

 

 

Für das Trägheitsmoment gilt: 

( )I − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅
22 27= µr = 8 1,66 10 kg 120,8 10 m  

   −⋅ 46 2=1,9 10 kgm

 

 

Für die Energie gilt: 

 

( )
( )

I

−

−

⋅
= + = ⋅ ⋅2

⋅ ⋅

22 34

46 2
1 10 JsE J J 1 1

2 2 1,9 10 kg m
 

−⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎣ ⎦

2 2 2 2 2

2 2

J s J kg m s s J
kg m kg m

 

    −= ⋅ 235,2 10 J

 

 

 

12.4  S Ein Teilchen mit der Masse m ist in einen rechteckigen Potentialkasten mit 
den Kantenlängen a und b in x- bzw. y- Richtung eingeschlossen. Für das 
Potential gilt: 

 
V(x, y) = 0 für 0  und 0x a≤ ≤ y b≤ ≤  sowie V(x, y) = ∞  . 

 
a) Bestimmen Sie die Eigenfunktionen und Eigenwerte für das Teilchen im 

zweidimensionalen Kasten durch ausführliche Rechnung! 
 
b) Geben Sie die Anzahl der Zustände und die Anzahl der Energieniveaus 

im Bereich zwischen E=0 und E=2h2/(ma2) für einen quadratischen Po-
tentialkasten a = b an! 

 

Lösung: 
 
a) Die Schrödingergleichung lautet: 

 
2 2 2

2 2
d d E

2m dx dy
⎛ ⎞

− + Ψ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ψ  

 
Wir machen einen Separationsansatz, d.h. die gesuchte Funktion  soll sich 
aus dem Produkt einer Funktion X(x), die nur von der x-Koordinate abhängt und 
einer Funktion Y(y), die nur von der y-Koordinate abhängt, zusammensetzen: 

Ψ
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   X(x)Y(y)Ψ =
 
Wir setzen diesen Ansatz ein, führen die zweimalige Differentiation durch und 
beachten, dass für die Differentiation nach x die Funktion Y(y) eine Konstante 
ist, und für die Differentiation nach y die Funktion X(x) eine Konstante ist. 
Wir erhalten: 
 
 

  
2 2 2

2 2
d X(x) d Y(y)Y(y) X(x) EX(x)Y(y)

2m dx dy
⎛ ⎞

− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Wir dividieren durch X(x)Y(y): 
 

  
2 2 2 2

2 2
1 d X(x) 1 d Y(y) E

2m X(x) dx 2m Y(y) dy
− − =  

 
Der erste Summand hängt nur von x ab, der zweite nur von y. x und y können 
beliebige Werte annehmen, trotzdem muss ihre Summe konstant (gleich E) 
sein. 
 
Dies geht nur, wenn jeder Summand für sich konstant ist. Wir nennen die Kon-
stante für den ersten Summanden Ex, die des zweiten Ey. 
Dann gilt: 
 

 
2 2

x2
1 d X(x) E

2m X(x) dx
− =  

 

 
2 2

y2
1 d Y(y) E

2m Y(y) dy
− =  

 
  x yE E E+ =
 
Wir formen die erste Gleichung um und erhalten: 
 

 + =
2

x
2 2

2mEd X(x) X(x) 0
dx

 

 
Wir nennen zur Abkürzung: 
 

 2x
2

2mE α=  

 
und schreiben: 
 

 + =
2

2
2

d X(x) X(x) 0
dx

α  

 
Die Lösung dieser Differentialgleichung kennen wir bereits (Vorl. Kap.: 4.2) 
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Sie lautet: 
 
 ( ) =X x Dsin xα  
 
Die Wellenfunktion an den Seiten des Kastens muss Null sein ( da sie außer-
halb des Kastens auch Null ist, Stetigkeitsbedingung), d. h.: 
 
    und  X(x 0) 0= = X(x a) 0= = . 
 
Die sinus-Funktion wird bei ganzzahligen Vielfachen von π  immer Null. Die Be-
dingung sin x 0α =  ist für x = 0 immer erfüllt, für x = a erhalten wir für sin aα  nur 
dann Null, wenn gilt: 
 
  a nα π=  
 
Wir substituieren α  zurück und erhalten: 
 

  x
2

2mE a nπ=  

Wir lösen nach  auf: xE
  

 
2 2 2 2

2x
x x2 2

n hE n
a 2m 8ma
π

= =  

 
Wir erhalten also die Gleichung: 
 

 
⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x
2

2mEnX(x) Dsin x Dsin x
a
π  

 
Die Konstante D ermitteln wir aus der Normierungsgleichung: 
 

 π∗

= =

⎛ ⎞Ψ Ψ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

a a
2 2

x 0 x 0

ndx 1 D sin x dx
a

 

 
Wir substituieren: 

 π
=

nu x
a

 

Daraus ergibt sich für die Grenzen des Integrals bei  
x = 0  u = 0, bei x = a  u = n→ → π  
 

 π
=

ndu dx
a

 bzw. 
π

=
adx du

n
 

 
und wir erhalten: 
 

 
ππ

π π=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫
nn

2 2 2

0u 0

a a 1 1D sin udu D u sin(2u) 1
n n 2 4

=  
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 π π
π

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ⋅ − − ⋅ =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 2a 1 1 1 aD n sin(2 n ) 0 sin2 0 D 1
n 2 4 4 200

=  

 

 =
2D
a

 

 
Die Wellenfunktion (Wahrscheinlichkeitsamplitude) lautet also: 
 

 π ⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x

2

oder 2mE2 n 2X(x) sin x sin x
a a a

 

 
 
Die gleiche Rechnung können wir jetzt mit der Differentialgleichung für Y(y) 
durchführen. Wir erhalten dann: 
 

 
π

= =
2 2 2 2
y 2

y y2 2

n hE n
b 2m 8mb

 

 
und 
 

 π ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y
2

oder 2mE2 n 2Y(y) sin y sin y
b b b

 

 
wobei b die Länge des Kastens in y-Richtung ist. 
 
 
 
Für die Gesamtenergie erhalten wir: 
 

 
⎛ ⎞

= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

22 2
yx

x y 2 2

nh nE E E
8m a b

 = ⋅ ⋅ ⋅xn 1,2,3  und = ⋅ ⋅ ⋅yn 1,2,3  

 

 
ππ ⎛ ⎞⎛ ⎞Ψ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

yx n4 nX(x)Y(y) sin x sin y
ab a b

 

 
 

b) Im quadratischen Potentialkasten gilt a = b und wir erhalten für die Energie: 
 

 ( )= +
2

2 2
x y2

hE n
8ma

n  

 

Die Zahl der Zustände deren Energien kleiner oder gleich =
2

m 2
2hE
ma

 ist, be-

rechnen wir wie folgt: 
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 ( )= + ≤
2 2

2 2
x y2 2

h 2E n n
8ma ma

h  

 
Wir lösen nach den Quantenzahlen auf und erhalten 
 

 + ≤ =
2 2

2 2
x y 2 2

2h 8man n 1
ma h

6  

 
 
d. h. alle Kombinationen von  und , deren Summe kleiner gleich 16 sind, 
sind mögliche Zustände für die oben genannte Bedingung: 

2
xn 2

yn

 
 
Tabelle    

xn  yn  
2

2

h
8ma

E Entartung 

1 1 2 1 
2 1   
  5 2 

1 2   
2 2 8 1 
3 1   
  10 2 

1 3   
3 2   
  13 2 

2 3   
 
Aus der Tabelle ergibt sich, dass insgesamt 8 verschiedene Zustände möglich 
sind. 
 
Energietermschema: 
 

E
h2/8ma2
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12.5  M Zeigen Sie durch explizite Lösung der Integrale, dass für das H-Atom die 

Funktionen  und 100ψ 200ψ  orthogonal sind. 

 

 
−

= ⋅
r
a

100 3
1ψ e
aπ

 

 
−

= ⋅ − ⋅
r

2a
200 3

1 r1ψ (2 ) e4 2 a aπ
 

 Hinweis: n r / n 1

0

r e dr n!α α
∞

− +=∫  

 
Lösung: 

Orthogonalitätsbedingung: 
 

 =∫ 100 200
0

ψ ψ d 0
τ

τ  

 
Wir verwenden das Volumenelement in Kugelkoordinaten: 
 
 2d r sin d d drτ ϑ ϑ ϕ=  
 
und erhalten 
 

 
∞

= = =

=∫ ∫ ∫
2

2
100 200

0 0 r 0

ψ ψ r sin d d dr
π π

ϑ ϕ

ϑ ϑ ϕ  

 

 
2 r r

2a 2a
3 3

0 0 r 0

1 1 r1e (2 ) e r sin d d dr 04a 2 a a

π π

ϑ ϕ

ϑ ϑ ϕ
π π

∞
− −

= = =

⋅ ⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫  

 
Wir ziehen konstante Faktoren vor das Integral und ordnen die Faktoren mit 
den gleichen Variablen unter das jeweilige Integral 
 

 
2 r 3r

2 2a
2 6

0 0 r 0

1 r1 sin d d r (2 ) e dr 04 2 a a

ϕ πϑ π

ϑ ϕ

ϑ ϑ ϕ
π

== =∞
−

= = =

⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫  

 
und lösen die jeweiligen Integrale: 
 

 ( )
00

sin d cos 1 1 2
ϑ π π

ϑ

ϑ ϑ ϑ
=

=

⎡ ⎤= − = − − − =⎣ ⎦∫  

 
2 2

00

d 2
ϕ π π

ϕ

ϕ ϕ π
=

=

= =∫  

 
r r3r 3r 3r3

2 22a 2a 2a

r 0 0 r 0

r rr (2 ) e dr 2r e dr e dr
a a

=∞ ∞ =∞
− − −

= =

⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫  
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3 4 3 4

3 32a 3! 2a 8a 6 16a 32 322 2! 4 a a 0
3 a 3 27 a 81 27 27

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − = − ⋅ = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Setzen wir dies alles in die Ausgangsgleichung ein, erhalten wir: 
 

2 6
1 1 2 2 0 0
4 2 a

π
π

= ⋅ ⋅ ⋅ =  

 
⇒  Die beiden Wellenfunktionen sind orthogonal. 
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