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Aufgabe 9 - 1 (M)

In seinem klassischen Experiment zum Nachweis des Wellencharakters des Elektrons bestrahlte G.P.
Thomson Goldfolie mit Elektronen, die in einer Kathodenstrahlréhre im Vakuum durch Anlegen einer
elektrischen Potentialdifferenz von 25kV beschleunigt wurden. Auf einem Leuchtbildschirm beobachtete
er das typische Beugungsmuster von zufillig orientierten Goldkristallen, sogenannte Deybe-Scherrer-
Ringe.

G.P. Thomson 1927: Messapparatur

Jn=2
n=1
~ Ar o —- 3 Leuchtschirm
LR R I RSt «D = Durchmesser des
o Debye-Scherrer-Rings
-t L Goldfolie n = Beugungsordnung

a) Berechnen Sie die Wellenlange der Elektronen.

b) Berechnen Sie den Beugungswinkel 1. Ordnung der Elektronen, d.h. den Winkel, zwischen dem
innersten Debye-Scherrer-Ring und der der Primarstrahlrichtung. Die Gitterkonstante d der Gold-
kristalle sei 4 A = 400 pm. Nehmen Sie dazu an, dass die Braggsche Gleichung nicht nur fiir die
reflektierten Strahlen, sondern auch fiir die transmittierten Strahlen gilt.

c) G.P. Thomson hat bei seiner Datenanalyse nicht den Beugungswinkel gemessen, sondern den
Durchmesser der Debye-Scherrer-Ringe und daraus dann die Wellenlange der Elektronen in Ab-
hangigkeit von der Beschleunigungsspannung bestimmt. Zeigen Sie, dass fiir eine Elektronenwel-
lenldnge von 10 pm fiir den Debye-Scherrer-Ring 1. Ordnung ein Durchmesser von 1.6 cm resultiert,
wenn der Abstand L zwischen der Goldfolie und dem Leuchtschirm 32 cm betragt (entspricht dem
von G.P. Thomson verwendeten Messaufbau). Zeigen Sie dazu anhand einer Zeichnung, dass der
Braggwinkel 9 (Glanzwinkel) der Hailfte des Beugungswinkels entspricht und nutzen Sie sinnvolle
N&herungen fiir den fiir den Fall kleiner Winkel (9 < 1°)



LGsung:

a)
’Ekzn’ = ’EPOt’
1 2
- _ U
2m'U = €

de Broglie: A = h = e = h
p mv 2eU
_ h
vm2eU
_ 6.6- 1073 Js
\/2 +9.1-10731kg-1.6-10719As-2.5-104V
= 077-1071 M

\ ks

= 7.7-100%2m="7.7pm

b) Um den Beugungwinkel auszurechnen, benutzen wir die Bragg'sche Gleichung (2dsinf,, = nA =
2dsinf = \ ,da fiir Beugung 1. Ordnung n = 1 ist).
Auflésen nach 8 ergibt:

A
o -
sin ¥
. A . 7.7pm .
= 6 = arcsin <2d> = arcsin <2400pm> = arcsin(0.0096)
= 0.55°

Der Winkel 8, den man aus der Bragg'schen Gleichung erhélt, ist der sogenannte Glanzwinkel (d.h.
der Einfallswinkel in Bezug auf die Gitterebene). Der Beugungswinkel ¥ ist gleich dem Doppelten

des Glanzwinkels (siehe Teilaufgabe c). Damit ergibt sich fiir den Beugungswinkel

¥v=20=1.1°



90°-6 Beugungswinkel 9
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Zusammenhang zwischen Glanzwinkel und Beugungswinkel

Elektronenstrahl

Geometrische Zusammenhange zur Bestimmung von D

Ansatzz D = 2Hsinv =2Lsinv, da H—L wenn ¢ —0
mit sina ~ « fir a— 0 (Taylorentwicklung des Sinus bis zur 1. Ordnung)

folgt D ~ 2Ly =4L0,.

Wendet man dieselbe Ndherung des Sinus auf die Bragg'sche Gleichung an, so erhilt man

n)\N

5q = 0n

sin 6,

Damit ergibt sich fiir den Durchmesser eines Debeye-Scherrer-Rings n-ter Ordnung im Grenzfall
sehr kleiner Winkel der Ausdruck
nA  2nLA

DALl = AL = =




Einsetzen der Werte ergibt fiir den Beugungsring 1. Ordnung den Durchmesser

2nLA  2-32cm- 10 pm

D= -
d 400 pm

=1.6cm

d.h. ein Durchmesser, der sehr leicht messbar ist.

Abbildung der Debye-Scherrer-Ringe aus
der Originalarbeit von G.P.Thomson, Pro-
ceedings of the Royal Society of London
A, 117, Feb.1, 1928, pp.600-609.
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Aufgabe 9 — 2 (L)
Welche der folgenden Wellenfunktionen stellen ” physikalisch sinnvolle” Wellenfunktionen dar? Begriinden

Sie |hre Antworten.

a) U(z) = +2?

b) U(z) = Az? (A ist eine Konstante)

c) U(O) = cos(O)

d) U(z) =e % (aist eine reelle Konstante)
LGsung:

Physikalisch sinnvolle Wellenfunktionen sind ...

e stetig

eindeutig
e mindestens 2 Mal differenzierbar

tiberall endlich

e fiir r — 0o muss ¥ — 0 gehen

a) Nein, da nicht eindeutig und ¥ — oo fiir x — oo
b) Nein, da ¥ — oo fiir z — co
c) Ja, da ¥(©) = V(O + 27)

d) Nein, da e™* — oo fiir £ — —o0



Aufgabe 9 — 3 (L)
Berechnen Sie das Produkt der folgenden Wellenfunktionen mit der jeweils konjugiert komplexen Wel-
lenfunktion (U*W).

b) ¥(z) = ela®
Q) U(z)=e?"
LGsung:

U*(O)¥(O) = (sin® +icosO)*(sin® + icosO)
= (sin® —icosO)(sinO + i cos O)
= sin?0 —i*cos?© = sin? O + cos’ O

=1

U0 = exp(—iar)exp(iax) = exp(—iax + iax) = exp(0) = 1
U*T = exp(—z?) exp(—2?) = exp(—22?)

Aufgabe 9 — 4 (L)
Fiir das Teilchen zwischen zwei unendlich hohen (Potential-)Wanden liefert die Lésung der zeitun-

abhangingen Schrédingergleichung die folgenden unnormierten Wellenfunktionen:

¥, =A-sin (mlm:)

Berechnen Sie die Normierungskonstante A.

1
Hinweis: /sinQ(bx)dm = g - @sin(%x).

LGsung:

Die Normierungskonstante ergibt sich aus der Bedingung, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit, das

Teilchen irgendwo zu finden, 1 sein muss, d.h.

+oo +o0o
/P(m,t)dx =1= /\II*(x,t)\I/(x,t)da:.
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Einsetzen der unnormierten Wellenfunktion fiir das Teilchen zwischen zwei unendlich hohen Wanden
(U(x < 0) =¥(z>1)=0) ergibt dann

“+oo l
/ U, de = A* / sin’ nlﬂdx =1
—00 0

Unter Verwendung des Hinweises (mit b = ") liefert die Integration:

nm

/

2 Adnm ot

!
A% - sin(2x)] = A2 (l b in(2—/) — 0> = AQé =1, da sin(2nm)=0.
s

Aufgabe 9 — 5 (L)
Es gelte die Gleichung g(z) = Af(x). Finden Sie fiir die gegebenen Operatoren A und Funktionen f(z)
die zugehdrigen Funktionen g(z).



LGsung:

a)
A d 9
o) = Af(a) = cos(a +1)
df d
Substitution: u = 2?4 1; Anwendung der Kettenregel qar s
du dz
=g(z) = —sin(z®+1) 2z
b)
g(x) =5-sinx
<)
g(x) =sin’
d)
g(x) = exp(Inz) = " =z
e)
d? d
= L@z = =5
g(x) s n(3z) T T n(3z)

Aufgabe 9 — 6 (L)
Welche der folgenden Funktionen sind Eigenfunktionen von A= d?/dxz®? Geben Sie fiir jede Eigenfunk-

tion den Eigenwert an.

T

a) €

o
&

2

(@]
»

in(x)

d) 3cos(x)

)
)
)
)
e) sin(z) + cos(z)

Lésung:

Wenn die Funktion f(x) eine Eigenfunktion von A ist, dann muss die folgende Eigenwertgleichung

erfiillt sein: Af(x) = af(z), wobei der Eigenwert a eine Konstante ist.

a)
2
der:i—dex:—d1-6w:1-7d6$:1'1’6x:1'6w

dz? dzx dx dx dx

e® ist eine Eigenfunktion von dd—é mit Eigenwert 1.
X
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2 , dd ., d

2= ——2" = —2r =2
dx? dx dx dx
9 - . . . d2
x* ist keine Eigenfunktion von 4.
<)
d2
@sinx = I de sinT = %cosx = —1-sinx
sin z ist eine Eigenfunktion von % mit Eigenwert -1.
d)
i 3 3 d 3 si 3
—3cosx = ——3cosx = — — 3sinx = —3cosx
dx? dx dx

S : . - -
3 cos x ist eine Eigenfunktion von dd? mit Eigenwert -1.

e)
d2

——(sinz+cosxr) = — —(sinx+cosx) = — cosxr—sinxr = —sinx—cosx = —1-(sinx+cosx
dx2( + ) dxda:( + ) dx ( + )

sin x + cos x ist eine Eigenfunktion von % mit Eigenwert -1.



