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10.1 L Die experimentelle Bestimmung der Geschwindigkeit einer Kugel (m = 50 g)
und der Geschwindigkeit eines Elektrons (m = 9.110% g) ergebe denselben
Wert, ndmlich 300 m/s, mit einer Ungenauigkeit von 0.01%. Welches ist die
minimale Ungenauigkeit (,Unscharfe®), mit der man den Ort der beiden
Objekte bei einer simultanen Messung (zusammen mit der Geschwindigkeit)
bestimmen konnte?

LOsung:

Fir das Elektron:

p=mv= 9110%kgx300m/s= 27010 kgm/s

und

Ap=mAv =0.0001x 27110 % kgm/s= 27010%*kgm/s.
Damit folgt:

AX> 4;hnp = gg Ellg:ZJkZ - =2010°m= 020m.
Fur die Kugel:

p=mv=005kgx300m/s=15kgm/s
und

Ap =mAv = 0.0001x15kgm/s=1500°kgm/s.
Damit folgt:

~34
A N 6600%3s

> = — =3010%m.
4m\p  4rrx1500° kgm/s

Wie man sieht, setzt das Unschéarfeprinzip fir makroskopische Objekte wie Kugeln
keine praktisch relevante Grenze fir die Genauigkeit der Messung; Ax betragt in
diesem Fall ein 10*'tel des Durchmessers eines Atomkerns. Fiir mikroskopische
Objekte, wie ein Elektron, stellt das Unscharfeprinzip jedoch eine praktische Ober-

Lésungen_UB_10_WS12_13.doc 1



grenze der Messgenauigkeit dar; Ax entspricht in diesem Fall dem 10’fachen eines
Atomdurchmessers.

10.2 L Ein Atom kann zu jedem Zeitpunkt nach seiner Anregung elektromagnetische
Strahlung aussenden. Im Experiment findet man eine typische mittlere Le-
bensdauer eines Atoms von ca. 10%s; d.h. in dieser Zeit emittiert ein an-
geregtes Atom ein Photon und kehrt in den Grundzustand zurick.

a) Wie grol} ist die minimale Unscharfe Av in der Frequenz des Photons?
b) Die meisten Photonen, die von Natriumatomen abgestrahlt werden,
korrespondieren zu zwei Spektrallinien mit Wellenlangen um A = 589 nm.
Wie grol} ist die relative Linienbreite Av/v dieser Spektrallinien?

c) Berechnen Sie die Energieunscharfe AE des angeregten Zustands des
Atoms.

LOsung:

a) Aus AEAt > g folgt:

AVAt > —
47T

oder

Av = 1
471\t

Mit At = 10%s erhalten winv > 810° s™.
b) FUrA = 589 nm erhalten wir

v=c/A=300ms™ /589110°m= 5.016s™".
Damit ergibt sich

Av/v=80Cs™ /5.11¢'s = 1.610T.

c) Die Energie des angeregten Zustands kann nicht prazise bestimmt werden, weil
nur eine endliche Zeit zur Messung zur Verfigung steht. Das Atom bleibt nicht
unendlich lange Zeit im angeregten Zustand, sondern fallt unter Emission eines
Photons in den Grundzustand zurtick. Die Verteilung der Photonen-Energie ist
gleich der Verteilung der Energie des angeregten Zustands des angeregten Atoms
in Ubereinstimmung mit dem Energieerhaltungsatz. Identifiziert man At mit der
mittleren Lebensdauer des angeregten Zustands, so ergibt sich
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har_ h _6.6300%Js _

AE > _
A 4t 47x10°s

_ 4.14010%eV s

—— [13.3010%V .
47rx10%s

10.3 M Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m, welches sich auf der x-Achse frei
zwischen x = - a/2 und x = + a/2 bewegen kann, dessen Aufenthalt auf3erhalb
dieser Region strikt verboten ist. Dieses Teilchen bewege sich zwischen den
undurchdringlichen Wanden dieses Kasten Kastens hin und her.

Energie

V= | V=0 V

I
8

{

a2 0 a2

a) Zeigen Sie, dass die Funktion

V2
CHECS
a a
eine spezielle Lésung der SGL fir dieses Problem ist, d.h. die SGL und die
Randbedingungen erfillt.

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte <x>,<x2>,<px> und< §> fur ein Teilchen

2
mit der Wellenfunktion fiir n = 1. Hinweis:j x> cog xdx :g(%— j
0
c) Zeigen Sie mit den Ergebnissen von b) die Gultigkeit der Heisenbergschen
Unscharferelation.
LOsung:
a) Die SGL fur dieses Problem lautet:

s

oM e W(x) = EY(x)

Einsetzen der speziellen Losung:
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Damit folgt, dass
12
w0 =(2] e 57
a a
eine Eigenfunktion des Hamilton-Operators des Problems mit dem Eigenwert

E ist.

h—(—j o
2m\ a g/fm a  8md
Die Randbedingungen ergeben sich aus der Forderung, dass die Wellenfunktion
Uberall stetig sein muss. Da aul3erhalb des Kasten die Wellenfunktion null sein muss
(siehe Lbosung des Teilchens im Kasten mit Wanden bei x = 0 und x = a), muss
gelten:

) w(x=-a/2)=0
i) Y(x=a/2)=0

Einsetzen der speziellen Losung in i) ergibt
Y2
Y(-al/2)= (gj co{—n—ngé] =0
a A4 2
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Diese Gleichung ist erfullt fur n =1, 3, 5, ... Analoges gilt fur y(a/2), da die Kosinus-
Funktion eine gerade Funktion, d.h. symmetrisch zur y-Achse, ist'.

b
) +00 +a/2 T TIX +a/2 TIX
(x)zqu(x)*qu(x)dx: j Acos— XxAcos— dx= KI xcos— dx
—o0 -a/2 a a -a/2 a

A =(2/a)"

X ist eine ungerade Funktion, cos®x ist eine gerade Funktion. Damit ist der Integrand
eine ungerade Funktion. Das Integral Uber eine ungerade Funktion mit Integrations-
grenzen symmetrisch zur y-Achse ist aber gleich Null (siehe Mathe-Vorlesung ).
Physikalische Begrindung: das Teilchen bewegt sich frei zwischen den beiden
Wanden hin und her. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, es am Ort +x anzutreffen,
genauso grol3 wie die Wahrscheinlichkeit, es am Ort —x anzutreffen. Der Mittelwert
(=Erwartungswert) ist daher gleich 0.

+00 182
(Py) :_J;UJ(X)* (=in) dtz)((x) dx=-ih J' Acos%(—ﬂj Asin™™ dx

2 a a
oder
m LY X K
<px>=ih(—jA2 I cos—sin—dx =0
a) 5, a a

cos(x) = gerade; sin(x) = ungerade. Physikalische Begriindung: Das Teilchen bewegt
sich frei zwischen den beiden Wanden hin und her. Die Bewegung in +x-Richtung ist
genauso wahrscheinlich wie die Bewegung in —x-Richtung. Daher ist der Impuls pyx =
+mvy genau wahrscheinlich wie der Impuls px = -mvx und die Mittelung Uber viele
Teilchen ergibt den Wert 0.

<x2> = Tlp(x)* x> W P(x) =A2+T'2xzcoszzdx
2, 2 a

Hier ist das Integral nicht 0, da sowohl x? als auch cos®x gerade Funktionen sind. Der
Integrand ist daher auch eine gerade Funktion und das Integral l&sst sich somit
schreiben als:

+a/2 X
<x2> = 2A? J; NG co§;dx.

Wir substituieren wieder

! Die Funktion (2/d)’cos(rmx/a) ist nur eine Teilldsung der SGL fiir diesestfem, da sie nur fiir ungerade
Quantenzahlen n die Randbedingungen erfillt. FiadgeQuantenzahlen n ist die spezielle Lésung geyeb
durch (2/a)sin(mmx/a).
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Vi
u=—:; du = —dx
a a

und erhalten damit

3 +712 3 3
<x2>:2A2(aj J'u cos udu = 2A2( j ” i—l =2 i—l
Vs ) 8| 6 a4\ 6
Mit der Normierungskonstante A= (2/a)** ergibt sich:
2a (m a’ (
X -1|=—5| —-1|= 0033°.
e G O

(p2) = jw(x) B (x)dx= jw(x) ) SO0 g jm(x) S {d“(x)} dx=
jlp( ) (- hz)—{ Acos( H dx= jw(xj(rf )ﬁx{—’l Asir(ﬂﬂ dx=
d a a
Iw(x) thE Asm( j qu(x) hzté j Acos( jdx—
a

(h jow(x) Acos( jdx ( jZTl]J(le]J(X)dX

Fur eine normierte Wellenfunktion gilt:
[wwdx=1.

Damit folgt

(]

c) Mit den unter b) berechneten Erwartungswerten lasst sich die Heisenbergsche
Unscharferelation AxAp, = 7/2 Uberprifen. Die Unschéarfe eines Messwertes lasst

sich beschreiben als die mittlere Abweichung vom Mittelwert (dies bezeichnet man
auch als Fluktuation):

ax = (=308 ) = (3 = 2= (%)) = ()= 2007+ ()7 =[[7) = (%)
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= Ax=+/0033°-0 = 018a;

oo, = (B8] (0 = [ -0="7

— AXAp, = 0.18@1%’2 = 0577 > %

10.4 L Ein teElektron in einem konjugierten t=Bindungssystem kann in einfachster
Naherung mit dem Modell des eindimensionalen Potentialtopfes beschrieben
werden. Wie grol3 ist der Unterschied zwischen den beiden untersten
Energieniveaus eines Elektrons, wenn es sich in einem System der Lange
0.5 nm befindet? Vergleichen Sie diesen Wert mit der Differenz der beiden
ersten Energieniveaus eines Sauerstoffmolekils O,, das in einem 5 cm
langen Kasten eingeschlossen ist und mit der thermischen Energie eines
Sauerstoffmolekuls bei 300 K.

LOsung:

Energiestufen des eindimensionalen Kastens:
h2
E=——n
8m/
a) Energiedifferenzen zwischen den beiden untersten Energieniveaus des 77-
Elektrons:

E,-E = (rg-r)

"~ 8m(e)?

_ (6,610 ¥ F 2
8[9,1110° kg (0,510 3

=7,210" X 4,5eV

(4-1) lkgnfs®=1J , le¥ 186 18

b) Energiedifferenz der beiden untersten Niveaus des O»-Molekiils
(m(0,)= M(O,)m, = 321, 66115" ki
h2
=— (-
8m(Q, )zz( ? ni)

_ (6,6010% ¥ F & (4-1
8[B201,661107 kg (0,05)
=1,23010% E 7,710" eV

E,-E

Hinweis: Thermische Energie
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€ =KkT =1,3810% JK'O300k= 4,18 163" I 0,026«

10.5 L Ein Teilchen befindet sich in einem eindimensionalen Kasten der Lange
£ =15 nmmit unendlich hohen Potentialwanden.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zwischen X =8 nm und
X =9 nm anzutreffen, wenn es sich im Zustand n = 4 befindet?

b
Hinweis: J’smzkxdx {2 K sm(2kx}

b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zwischen X =0 nm und
X =5 nm anzutreffen, wenn es sich im Zustand N = 3 befindet (ohne Rech-
nung)?

LOsung:
2 . (nm _
a)Lp=\/;sm(7xj, n=4,¢=15nmn
p 20 . (nr[ )
= | P2dx == sin’| — x |dx
Jwax=7fsim|
2[ ¢ (2@451 ﬂbzg
—|=- sin X
(2 A 0 s

2 1 15n 2141119 nm . PRl 8 n
=(9-8) nm- sin - sin

~15nm| 2 15 nm S 15 nm
2

15

=0,073

(05nm—030nn(1 0,59 0,)¥

b) Fur n = 3 befindet sich in der Mitte des Potentialkastens (x = 7,5 nm) ein Maxi-
mum, bei X =35NM bzw. bei xzéé befindet sich ein Knoten (siehe Termschema
PC2-Skript Seite 90).

Es gilt: W(0-5nm)= W(5- 10 nm= W 16 15 nbn:%
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