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13.1  Der Erwartungswert (A) einer Observablen A mit dem zugehdrigen Operator A ist
definiert als

(A)= [y Apdv
\%

a) Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie fur die Wasserstoff-
wellenfunktion !

b) In welchem Orbital des Wasserstoffatoms ist das Elektron im Mittel
weiter vom Kern entfernt, 2s oder 2p? Berechnen Sie die Erwartungswerte

des Abstandes <r> .

n+1

Hinweis: Ir” exp{-r/a}=nla

—ip)

~ r
2a

- ;Lex L lcos9, _1 ——ex ( ! )smSeX (ip)

Va0 327‘53(3) 2, p 2a, Vo 8\l a, p 2a, p1@

Losung:
a) Der Erwartungswert der Energie lautet, wenn die Wellenfunktion normiert
ist:

(E) = T j T\P;‘mﬂq’m r?sin9dddedr

r=0 9=0 p=0
Der Hamiltonoperator ist:
- 1d(.d 1 d d 1 d? e’
H= r? + sing— |+ — 7| =
2m 2dr dr) r’sinddg d$) r’sin*8de 4re,r

mit ¥,y :%exp[—aLJ erkennen wir, dass ¥, nicht von $ und ¢ abhangt,
ag 0

d. h. die Ableitungen nach diesen beiden GroéRRen verschwinden. Wir erhalten
also:

~ 2 1 d d¥ e?
H\Pmo e r2 120 - \Pmo
“2m|r?dr dr 4re,r
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Wir bilden zunachst die erste Ableitung:

d\PmO — 1 exp _L . _i :_h ('])
dr ra’ a, a, a,

und dann den Ausdruck:

i r2 le100 =9r d\Pmo +r2 d2\P100 (2)
dr dr dr dr?

Die zweite Ableitung ist:

d’y d(d¥ dl ¥ 1 d¥ 1( ¥ 1
100__[ 100)2_(_ﬂj:__¢:__(_ﬂ]=—2‘P100 (3)

dar?  drl dr dr{ a, a, dr a,\ a,

Wir setzen Gleichung 1 und 3 in Gleichung 2 ein und erhalten:

di(rz i j = 2{__\}1100 ] +r? i2‘1’100
r dr a, 5

2

r 2r
= ———|¥
(ag ao] e

Wir erhalten also:

Wir setzen dies in unsere Ausgangsgleichung ein:

(E)= T j T‘PTOOI:I‘P,OO r?sin9dddedr

r=0 9=0 =0

z 2z 0 2 2 2
(E)= I sin9d 9 I dgoj L - exp(—LJli—%(r_z_gj_dre } 1 3 exp(—L]rzdr
9-0 p=0  r=0/7TQ, a, mr-\a, &, & 7a, a,

| S
siehe Ub10.3
© 2 2 2
<E>:¥22,;J- %exp _E _h_ r_2_£ — er .dr
o 7T, a, 2mla; a, ) 4rs,

0 2 0 2 2 o 2
<E>:is|: h_gexp[_EJ.dr_ h_r_zexp[_gJ.dr_ J' er exp[—ﬁ)dr}
8 | % 2M & A Jo2M &, A o 478, a,
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_A h_zi[a_of_h_zi[a_ojs_ ¢ (a_ojz
aj| 2ma,\ 2 2maz\ 2 Are, \ 2

_2n? h? e n e
2ma; 2ma; 4rmea, 2ma;  4reya,

A h?

Wir ersetzen a, = —; (= ,Bohr’'scher Radius®)
e’m

und erhalten:

<E>—h—2 e’m 2_ e’-e’m
2m\ 4rze i’ Are, - Are,h’

_ h2e*m? — e’ 2m?n? _ e’m
2m (47r80h2 )2 2(4re, )2 n?

In diesem Fall ist der Erwartungswert gleich dem Eigenwert der Wellenfunktion. Dies

kann man folgendermalen sehen:
(E)=[wH¥dr

Es gilt die Schrodinger-Gleichung:
HY =E¥

Wir setzen dies ein und berlcksichtigen, dass E eine Konstante ist:

(E)=[wEVdr=E[¥w'¥dr=E

Falls die betrachtete Observable ein Eigenwert ist, kdnnen wir dieses Ergebnis

auch direkt aus der Gleichung:

- nwo(r* 2r e’
AW, 0 =EW100 = |~ | 5 —— |-—— |¥
100 100 { 2mr2(a§ aoj 47r50r} 100

erhalten.
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Wir erhalten also:

h? K22 e?
2

E=- + 5=
2ma; 2ma; 4reya,

. Arre h?
Wir ersetzen a, = —°
e’m
h’e*m? 7*2(e’m)? e’ e’m

+
2m(47[go)2 Bt 2m(4re i’ Ane, Aneh’

e'm
2(4re, )2 n?

das gleiche Ergebnis wie bei der Berechnung des Erwartungswertes.

b) Der Erwartungswert ist allgemein:

(r) =

Y'rydr

O ey

200

J.\P;oowzoo dr
0

r 1 r r
sindd$ | do (2——jexp( J.r. (2——)6Xp(——]-r2dr
2oo .[ .[ .[ /32 ao 2a, /32”33 a, 2a,

A/

" 2
(), =227 [Z—LJ exp{—aLJ-r3-dr

327ra0 2o

[ee) 0 4
=L 4ré exp T ldr- 4Lexp -—— dr+ —exp L lar
8al a a a a
0[r=0 0 r=0 —0 0 r=0 O 0
e

:838[4-63 2483+ 120@13}:6::10
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Entsprechend erhalten wir fur ¥,

11r\P211dT

t_,.\,

211
0

2
|1 3.
332\/6 87

j J' j —exp[——}sm&exp(l(p) r —exp[—z—jsmgexp( ip)-r?singd $dedr
a a

0 0

r=0 9=0 =0

2
3 3 r
W I exp(ip)exp(—igp d(pI sin QdSJ'[ J T exp(—g)dr

Wir integrieren einzeln:

2z 27
[ explip)exp(-ip)dp= [ 1-dp =g =

=0 =0
. 3 3) 3

—2 I r exp(——j alz’IZOaé3
0

r=0

I sin® 9d 9 = (—cos&l +%COS3 3)

9=0

3.27-4-120a;
<r>211 = 3 2
a,4:6-8-7-3-a;

=5a,

Das gleiche Ergebnis erhalten wir auch far ¥,, , und ¥, .

Der Unterschied zwischen dem 2s- und 2p-Orbital ist verbliffend: Er bedeutet,
dass im Mittel ein 2s-Elektron einen grof3eren Abstand vom Kern hat als ein 2p-

Elektron, obwohl beide den gleichen Energieeigenwert haben.
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13.2 Ein wasserstoffahnliches 1s-Orbital in einem Atom mit der Ordnungszahl Z hat die

3
Wellenfunktion v, =y, = fz—3 exp(—gj .
ma, a,

a) Ermitteln Sie die radiale Verteilungsfunktion P(r) und leiten Sie einen
Ausdruck fur den wahrscheinlichsten Abstand des Elektrons vom Kern her!

b) Berechnen Sie den mittleren und den wahrscheinlichsten Abstand fur
Wasserstoff, Helium und Fluor!

C) Skizzieren Sie die Wellenfunktion und die radiale Verteilungsfunktion fur den
Fall des Wasserstoffatoms in Abhangigkeit vom Radius (Abstand) r, tragen
Sie in die Skizze den wahrscheinlichsten und den mittleren Abstand ein!

V4

27
Hinweis: P(r) = '[ j W00 100" SIN9dpd 9

9=0 p=0
Losung
T 2r
a) P(r) = j I‘P;‘OO‘PIOO r?singd 9de =4z r?¥; ¥ o,
9=0 p=0

VA

2 3
= J'sinl9dl9J' do Z exp(—gj-r2
¢=0

3
9=0 7a, a
Z34xr? 27Zr
= —exp| ——
na’ a,

Wir suchen den wahrscheinlichsten Abstand, d.h. wir leiten P(r) ab.

dP(r) 4Zz° ( ZZr] 47°r? [ 2ZrM 22]
=—-2r-exp| —— |+—5—exp| — || —
dr a, a, a, a, a,
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Bei einem Maximum (und Minimum) ist die erste Ableitung gleich Null. Wir

erhalten:

3 2
423 -(Zr— 2zr ]exp(—EJ =0
aO aO a0

Die Exponentialfunktion hat den Wert 1 flr r = 0 und nahert sich fur r - o
asymptotisch dem Wert Null. Daher muss der Klammerausdruck Null werden,

d.h.
2
[er 2z, j =0
a0

und wir erhalten:

_er 3

1 0
a0
.t
Y4

b) Der mittlere Abstand ist gegeben durch

<r>100 :JT.‘I’*F‘sz'
0

T 2r ) 3
- Isin9d19 d(pJ- Zanp(_E]rsdr
9=0 o0 =08 4

4
9.0, 2% (3] _3a
ral \2Z2) 2z

Tabelle der Abstande: Z(H)=1, Z(He)=2, Z(F)=9

H He F
r, /pm 52,9 26,5 5,88
(r),0o /PM 79,3 39,7 8,82
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T
ap

13.3

I
1,04,

reelle Eigenfunktionen.

dw

SV _P(r) = dar? |yl
dr

Statt der komplexen Eigenfunktionen verwendet man fir das Wasserstoffatom oft

a) Zeigen Sie allgemein, dass eine Linearkombination zweier verschiedener
Eigenfunktionen eines Operators zum selben Eigenwert ebenfalls eine
Eigenfunktion ist!

b) Konstruieren Sie die normierten reellen 2py

und 2py - Orbitale aus den

komplexen Orbitalen und zeigen Sie, dass diese orthogonal zu einander sind!
Sie kénnen dabei, soweit moglich, ausnutzen, dass die komplexen
Eigenfunktionen normiert und orthogonal sind.

c) Konstruieren Sie das normierte reelle 3 dxz-yz - Orbital aus den

entsprechenden komplexen Eigenfunktionen!

Hinweis: Benutzen Sie die Eigenfunktionen aus folgender Tabelle:

n[l [R,(r) Lm | Y. (%.9)
L Zexp(——j 0|0 /1
110 \/% , i
1 1 r r 3
—|2—— |exp| ——— 110 —cos 9
2|0 @m( aoj p[ 2a0j Vaz
1T 1 r 1] £1 /isingexp(ﬂ )
2|1 aj 2.6 a, p( zaoj 8=
5
2 210 —(3cos® 9-1
310l —=—2_[27-18" 12" |exp[ - \/167z( )
al 813 . a 3a,
1 4 ( r rz] ( i J 2 | 1 /;—SsinQCOSSexp(ii(p)
3|1 ——| 6——— |exp| —— i
Ja3 86\ 3, & 3a, 15
2 2 | +2 ——sin® 9exp(+ 2ip)
1 4 r—exp _r 327
3|2 ag 81\/@ ag N
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Losung
a) Ein Operator A hat die beiden Eigenfunktionen w,und v,, die den
gleichen Eigenwert a ergeben, d. h.

Av, =a¥, , AU, =al,

Wir bilden eine Linearkombination von v,und ¥,:

V(LK) = c4¥ 4+ co¥y

Wir wenden den Operator A auf die Linearkombination an:
AU(LK) = A(cTy + c05 ) = 61AT, + CLAT,

Da ¢4 und c; Konstanten sind, durfen sie vor den Operator gezogen werden.
Wir setzen die beiden Ausgangsgleichungen ein und erhalten:

A\I’(LK) = C1a\111 =+ 023\1’2 = a(C»]\I/»] =+ 02\1/2 ) = a\IJ(LK)

d. h. jede beliebige Linearkombination der beiden Funktionen ergibt den gleichen
Eigenwert.

b) Wenn wir eine Linearkombination aus den normierten Orbitalen v,,, und
¥, bilden, missen wir zunachst den Normierungsfaktor neu bestimmen.

¥ LK) =cq¥211 £ W01

Wir nehmen an, dass beide Orbitale zu gleichen Anteilen zum neuen Orbital
beitragen, d. h.:

Ci1=0Cy = N

Damit erhalten wir:

U(LK) = N(Wp1q £+ Wy 1)

Zur Bestimmung von N Uber die Normierung quadrieren wir und erhalten:

I‘P( LK) LK)dz = sz(‘Pzn £Wo1) (Por1 & Worq)dr

= N? [J.\PZHLPZHd T+ IT§1—1‘P211dT t I‘I’§11‘P21_1d T+ j‘{'31—1‘1’21—1d T]

=1(Normierung) =0 (orthogonal) =0 (orthogonal) =1(Normierung)

[ ¥ (LK)W(LK) d7 = 2N? =1
0
1
=+, /=
-
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Wir setzen die Wellenfunktionen ein und erhalten:

U(LK) =\E(‘1’211 +Wp1q)

#Lexp - -sing(cosp +ising+cosp—ising)
al 4.687a, 2a, PN ETRe T RTY

2cos¢p

Sl

(Sl

exp singcos ¢
x/_1/16a 78 ( j

Wir erinnern uns, dass fur die Transformation der kartesischen Koordinaten in
Kugelkoordinaten gilt:

X=r-singcosg.

Setzen wir dies noch ein, erhalten wir:

W(2 _ r
¥2p) = \/—\/16 al- ;zao ( 2aoj

Da in dieser Gleichung die x-Koordinate auftaucht, ist dieses Orbital langs der x-
Achse lokalisiert und es wird daher 2p,-Orbital genannt.

Bilden wir die Differenz ¥,44 — ¥,4_4 so erhalten wir in analoger Rechnung:

1 3 r r . . ..
Y(LK)=—| | ————exp| —— |-sind(cos@+ising —cosp +isin
H)=F|\a468ra p( 2a0] (cose p_cosy +ising)

2ising

r
singsing
\/7,/168 ira ( oj

Wir erinnern uns an y =r-singsing und setzen dies ein:

L;Lexp(_Lj
\/Ew/'lﬁ-ag-ﬂao 2a,
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Dieses Orbital ist Iangs der y-Achse lokalisiert, ist aber noch imaginar. Wir
definieren daher das y-Orbital folgendermalfien:

‘P(Zpy)z %(\Pm =¥ 1) =Y (LK)

_L;LGXp[_L]
\/5\/16‘ag-ﬂao 2a,

Wir prifen, ob ‘¥(2p, ) und ¥(2p, ) orthogonal sind.

i *
¥l 2p )% 2py)de = —EI(‘Pzﬂ +Wor1) (Warq - Warq)dz

= —% I(‘I’§11‘P211 )df + I(‘P;M‘Pzﬂ )dT - I(‘P§11\I’21—1 )dT - j(\P§1—1lP21—1 )dT

1(Norm) O(orth) O(orth) 1(Norm)
=0

d. h. auch ¥(2p,) und ¥(2p,) sind orthogonal.

c) Wir Uberlegen zunachst, welche Funktionen wir kombinieren.

1. ¥, (entspricht 3dp) ist bereits reell, d.h. wir missen m=+1
oder m=+2 kombinieren.

2. ¥,,und ¥, , enthalten den Ausdruck rcosv = z, d.h. die z-
Koordinate.

3.  Wir wahlen daher zur Linearkombination:
¥Y,,, und ¥,, ,.

Fir den Normierungsfaktor gelten die gleichen Uberlegungen wie in b und wir
erhalten (¥ =RY):

1
(Uapp + U3y ) = ﬁRaz (Yoz + Y2 2)

NI

W(LK) =

1 15 . ,
_ﬁR;;z 39 ———sin?9[exp(2ip) + exp(—2ip)]

15

:ﬁR” 35 ——sin 19(005290+|S|n290+0032gp—|sm2g0)

2c0s2p

\aﬁﬁ

sin? 9 - cos 2y
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Wir wandeln dies noch in die x- und y- Koordinaten um. Hierzu verwenden wir:
cos2p = cos? ¢ — sin? o
sin? ¥cos2p = sin(cos? ¢ — sin® ¢ ) = sin® 1 cos? ¢ — sin®sin? o

2
y =r-sindsing — sin?9sin?p = 3:—2

2
: : X

X =r-sinycosy — sin9¥cos?p = —
"

und erhalten:

2 _ 2
-y
r2

2 15 x? —y?
e y)= R g

_i;LﬁeXp[_ r ]Ws X2 —y?
V2 \[a3 81Y30 a3 3ap JN32r 2

. X
sin? ¥ cos2p =

Y St PN I
B /3381 27 302 P 3a,

Dieses Orbital ist auf den x- und y- Achsen lokalisiert.
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